Лекции по

высшей математике


Темы: 

1. Неопределенные интегралы


2. Определенные интегралы


3. Несобственные интегралы

ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ
(
— знак логического следования 
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— знак равносильности (эквивалентности) 
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— знак принадлежности 
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— знак соответствия (стремления) 
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— квантор общности (синонимы – каждый, любой, всякий )

( 
— квантор существования  ( синоним – существует )
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— множество значений функции 
[image: image32.wmf]f



[image: image33.wmf]g

f

o


— композиция функций 
[image: image34.wmf]f

 и 
[image: image35.wmf]g

, т. е. сложная функция, 



составленная из функций 
[image: image36.wmf]f

и
[image: image37.wmf]g

 

[image: image38.wmf]))

(

(

x

b

o

— бесконечно малая функция более высокого порядка, чем 
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— мнимая единица, 
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N 
— множество натуральных чисел

Z
— множество целых чисел 

Q 
— множество рациональных чисел 

R 
— множество действительных чисел 

R+
— множество положительных действительных чисел 

R_ 
— множество отрицательных действительных  чисел 

С 
— множество комплексных чисел

⊠
— обозначение окончания доказательства
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Первообразная функции и неопределённый интеграл 
Определение. Функция 
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Теорема. Любая непрерывная на отрезке 
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Будем рассматривать непрерывные на отрезке функции. Даже при таком ограничении задача восстановления функции 
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Следствие. Если 
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Операция отыскания первообразной 
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Определение. Совокупность 
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 называется подынтегральным выраже​нием, 
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 — постоянной интегрирования.
Таким образом, неопределенный интеграл представляет собой любую функцию, дифференциал которой равен подынтегральному вы​ражению, а производная — подынтегральной функции.
Например:


[image: image110.wmf]ò

+

=

C

x

dx

x

2

2

, так как 
[image: image111.wmf]x

C

x

2

)

(

2

=

¢

+

 или 
[image: image112.wmf]xdx

C

x

d

2

)

(

2

=

+


С геометрической точки зрения неопределенный интеграл пред​ставляет собой однопараметрическое семейство кривых 
[image: image113.wmf]C

x

F

y

+

=

)

(

 (
[image: image114.wmf]C

 — параметр).
На рисунке изображен неопределенный интеграл 
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Основные свойства неопределённого интеграла
Рассмотрим свойства неопределенного интеграла, вытекающие из его определения.

1.  Производная   от   неопределенного   интеграла  равна   подын​тегральной функции, дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению:
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Доказательство. Пусть    
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2.  Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функ​ции равен сумме этой функции и произвольной постоянной:
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Например, 
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3.   Постоянный множитель     можно выносить за знак неопределенного интеграла:
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Доказательство. Действительно,   пусть   
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4.  Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа функций  равен  алгебраической  сумме интегралов  от этих функций.
Доказательство. Доказательство проведем для двух функций. Пусть 
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5. Если 
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Доказательство. Действительно,  
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6 (инвариантность формул интегрирования). Любая формула ин​тегрирования сохраняет свой вид, если переменную интегрирования заменить   любой   дифференцируемой   функцией   этой   переменной:
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 — дифференцируемая функция.
В отличие от дифференциального исчисления, где, пользуясь таблицей производных, можно найти производную или дифференциал любой заданной функции, в интегральном исчислении нет общих приемов вычисления неопределенных интегралов, а разработаны лишь частные методы, позволяющие свести данный интеграл к таб​личному. 



Основные методы интегрирования
Непосредственное интегрирование. Вычисление интегралов, осно​ванное на приведении подынтегрального выражения к табличной форме и использовании свойств неопределенного интеграла, называ​ется непосредственным интегрированием.
Пример. Найти 
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Интегрирование подстановкой (заменой переменной). Пусть тре​буется вычислить интеграл 
[image: image177.wmf]ò

dx

x

f

)

(

, который не является таблич​ным.
Теорема. Пусть функция 
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 определена и дифференци​руема на некотором множестве Т и пусть X — множество значений этой функции, на котором определена функция 
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Эта формула  называется формулой замены переменной в не​определенном интеграле.

Суть метода подстановки состоит в том, что в интеграле 
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В практике интегрирования чаще применяют подстановки в виде 
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[image: image189.wmf]x

.
Пример. Найти 
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Решение. Сделаем подстановку:
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Пример. Найти 
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Решение. Сделаем подстановку:
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При интегрировании заменой переменной важно удачно сделать подстановку. Однако нельзя дать общее правило выбора замены переменной для интегрирования любой функции. Это можно сделать только для интегрирования отдельных классов функций (тригонометрических, иррациональных и т. д.).

Очень часто при вычислении интегралов пользуются приемом «подведения» подынтегральной функции под знак дифференциала. По определению дифференциала функции 
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Пример. Найти
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Пример. Найти 
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Решение.  
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Заметим, что метод замены переменной основан на свойстве инвариантности формул интегрирования.

Интегрирование по частям. Метод интегрирования по частям следует из формулы дифференциала произведения двух функций. Пусть 
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 — две дифференцируемые функции переменной 
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Интегрируя обе части этого равенства , получаем
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(1)
Соотношение (1) называется формулой интегрирования по частям. С помощью этой формулы отыскание интеграла 
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 можно свести к вычислению другого интеграла 
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. Применять ее целесо​образно, когда интеграл в правой части формулы (1) более прост для вычисления, нежели исходный.

В формуле (1) отсутствует произвольная постоянная 
[image: image211.wmf]C

, так как и в правой части этой формулы стоит неопределенный интеграл, со​держащий произвольную постоянную.

Пример. Найти 
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Решение. 
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Если в данном интеграле положить 
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т. е. в правой части получился более сложный интеграл, чем в левой. Значит, такое разбиение подынтегрального выражения на 
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 и 
[image: image221.wmf]dv

 является неудачным.

	
	



Интегрирование рациональных дробей

Рациональные дроби. Рациональной дробью 
[image: image222.wmf])
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 называется дробь, числителем и зна​менателем которой являются многочлены, т. е. всякая дробь вида
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Если степень многочлена в числителе больше или равна степе​ни многочлена в знаменателе (
[image: image224.wmf]n

(
[image: image225.wmf]m

), то дробь называется непра​вильной. Если степень многочлена в числителе меньше степени многочлена в знаменателе (
[image: image226.wmf]n

<
[image: image227.wmf]m

), то дробь называется пра​вильной.

Например,
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 — правильная дробь.

Всякую неправильную рациональную дробь (
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) можно представить в виде суммы многочлена (целой части 
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Это представление достигается путем деления числителя на знаменатель по правилу деления многочленов.
Пример.  
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так как 


[image: image240.wmf]1

4

4

2

1

2

2

2

2

1

2

2

3

3

2

2

2

4

2

3

4

+

-

-

+

-

-

+

+

+

+

-

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Пример.  
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так как
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Так как интегрирование многочлена не представляет затрудне​ний, то интегрирование рациональных дробей сводится к интегрированию правильных рациональных дробей.

Интегрирование простейших рациональных дробей. Простейшей дробью называется правильная рациональная дробь одного из следующих четырех типов:
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Здесь 
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 — действительные числа, а трехчлен не имеет действительных корней.

Простейшие дроби первого и второго типов интегрируются не​посредственно с помощью основных правил интегрального исчи​сления:
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3) Интеграл   от   простейшей   дроби   третьего  типа   приводится   к табличным интегралам путем выделения в числителе дифференциала знаменателя и приведения знаменателя к сумме квадратов.
Пример. Найти 
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4) Интегрирование простейшей рациональной дроби четвертого типа с помощью замены 
[image: image256.wmf]2
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 приводится к рекуррентной формуле. 

Разложение рациональной дроби на простейшие дроби. Всякую правильную рациональную дробь 
[image: image257.wmf])
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можно представить в виде суммы конечного числа простейших рациональных дробей первого — четвертого типов. Для разложения 
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 на простей​шие дроби необходимо разложить знаменатель 
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[image: image260.wmf]0

)

(

=

x

Q

m



 EMBED Equation.3  [image: image261.wmf]0
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Предположим, что это уравнение решено и найдены его корни. Согласно основной теореме алгебры, уравнение 
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 имеет ровно 
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 корней с учетом их кратности. Корни уравнения  могут быть действительными (простыми или кратными) и комплексными (простыми или кратными). Следовательно,  разложение многочлена 
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где 
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 ― действительные корни многочлена кратности 
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 ― произведение комплексно сопряженных корней кратности 
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Теорема. Правильную рациональную дробь 
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, можно единственным образом разложить на сумму простейших дробей:
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(1)
где 
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 — некоторые действи-тельные числа.
Согласно разложению (1), линейным множителям знаменателя 
[image: image276.wmf])
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  соответствуют простейшие дроби первого и второго типов, а квадратным множителям — третьего и четвертого типов. При этом число простейших дробей, соответствующих данному множителю (линейному или квадратному), равно степени, с которой этот мно​житель входит в разложение знаменателя дроби. Формула (1) разложения правильной рациональной дроби на простейшие дроби остается справедливой для любого конечного числа линейных и квадратных множителей, входящих в разложение знаменателя .
Проиллюстрируем формулу (1) конкретными примерами, не находя самих коэффициентов разложения:
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Чтобы найти коэффициенты разложения, чаще всего при​меняют метод неопределенных коэффициентов и метод частных зна​чений.

Метод неопределенных коэффициентов. Суть метода неопреде​ленных коэффициентов состоит в следующем. Пусть дано разложе​ние правильной рациональной дроби 
[image: image279.wmf])
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 по формуле (1) на простейшие дроби с неопределенными коэффициентами. Приведем простейшие дроби к общему знаменателю 
[image: image280.wmf])

(

x

Q

m

 и приравняем мно​гочлен, получившийся в числителе, многочлену 
[image: image281.wmf])
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.
Для тождественного равенства двух многочленов необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image282.wmf]x

 этих многочленов были равны. Учитывая это, приравниваем коэффи​циенты при одинаковых степенях 
[image: image283.wmf]x

 в левой и правой частях получен​ного тождества. Имеем систему 
[image: image284.wmf]t

 линейных алгебраических урав​нений для нахождения 
[image: image285.wmf]t

 неизвестных коэффициентов.
Пример.  Разложить  
[image: image286.wmf]8
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Решение. Так как 
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где числа 
[image: image289.wmf]C
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 пока неизвестны. Правую часть этого разложения  приведем  к общему знаменателю. Тогда
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Следовательно,
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или
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image293.wmf]x

, получаем систему урав​нений для нахождения неопределенных коэффициентов 
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Таким образом,
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Метод частных значений. При нахождении неопределенных коэф​фициентов вместо того, чтобы сравнивать коэффициенты при одина​ковых степенях 
[image: image297.wmf]x

, можно дать переменной 
[image: image298.wmf]x

 несколько частных зна​чений (по числу неопределенных коэффициентов) и получить таким образом систему уравнений относительно неопределенных коэффи​циентов. Особенно выгодно применять этот метод в случае, когда корни знаменателя рациональной дроби 
[image: image299.wmf])
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 просты и дейст​вительны. Тогда оказывается удобным последовательно полагать 
[image: image300.wmf]x

 равным каждому из корней знаменателя.
Пример. Разложить рациональную дробь    
[image: image301.wmf]x
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    на   простейшие дроби.

Решение. 
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Придавая  
[image: image304.wmf]x

   последовательно   частные  значения,   равные   корням   
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Таким образом,
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Иногда для нахождения неопределенных коэффициентов удобно применять комбинацию указанных выше методов, т. е. придавать 
[image: image308.wmf]x

 ряд частных значений и приравнивать коэффициенты при некоторых степенях 
[image: image309.wmf]x

.
Итак, сформулируем
Правило интегрирования рациональных дробей. Для того чтобы проинтегрировать рациональную дробь, необходимо выполнить сле​дующие действия:

1) если рассматриваемая рациональная дробь 
[image: image310.wmf])
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 —  неправильная (
[image: image311.wmf]k

(
[image: image312.wmf]m

), представить ее в виде суммы многочлена и  правильной рациональной дроби:
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где 
[image: image314.wmf]n
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; 
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 — многочлен;
2)   если   рассматриваемая   рациональная   дробь   
[image: image317.wmf])
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 — правильная (
[image: image318.wmf]n

<
[image: image319.wmf]m

), представить ее в виде суммы простейших ра​циональных дробей по формуле (1);
3)   интеграл от рациональной дроби представить в виде суммы интегралов от целой части и от соответствующих простейших дробей и вычислить эти интегралы.
Пример. Найти  
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Решение. Подынтегральная дробь — неправильная, поэтому выделим сна​чала ее целую часть и проинтегрируем ее, а  полученную правильную дробь разло​жим на простейшие дроби и также проинтегрируем:
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Разложение правильной рациональной дроби  
[image: image322.wmf]x
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  рассматривалось в предыдущем примере, поэтому запишем результат: 
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Следовательно,
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[image: image325.wmf].
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Пример. Найти 
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Решение. Подынтегральная функция представляет собой правильную ра​циональную дробь, разложим ее на простейшие дроби и проинтегрируем:

[image: image327.wmf]=

+

-

+

-

=

-

+

=

+

-

+

x

C

x

B

x

A

x

x

x

x

x

x

x

2

2

2

3

)

3

(

3

)

3

(

9

9

6

9



[image: image328.wmf]=
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[image: image329.wmf]2
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[image: image330.wmf]C
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Для нахождения 
[image: image331.wmf]C
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 воспользуемся методом неопределенных коэффициентов, т. е. приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 
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Следовательно,
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[image: image336.wmf]3
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Интегрирование тригонометрических выражений

Рациональные функции. Условимся через 
[image: image337.wmf]...)
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 обозна​чать рациональную функцию относительно 
[image: image338.wmf]u

, 
[image: image339.wmf]v

, 
[image: image340.wmf]w

, ..., т. е. выраже​ние, которое получено из любых величин 
[image: image341.wmf]u

, 
[image: image342.wmf]v

, 
[image: image343.wmf]w

, ..., а также действи​тельных чисел с помощью четырех арифметических действий.

Интегралы вида 
[image: image344.wmf]dx
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Будем рассматривать интегралы вида
[image: image345.wmf]dx
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 при условии, что они не являются табличными. Вычислить их можно различными методами, изложенными ранее. Иногда бывает достаточно преобразовать подынтегральное выражение, ис​пользовав тригонометрические формулы, применить методы «под​ведения» множителя под знак дифференциала, замены переменной или интегрирования по частям. 

Заметим, что в интегральном исчислении нет общих правил. Интегрирование может быть выполнено не единственным способом. Но даже и тогда, когда имеется теоретическое правило вычисления интеграла, оно может оказаться далеко не лучшим.

Для вычисления интегралов вида 
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 существует общая уни​версальная схема вычисления, основанная на универсальной триго​нометрической подстановке 
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 преобразуется в интеграл от рациональной функции перемен​ной 
[image: image349.wmf]t

, который, как было показано, всегда выражается в элементар​ных функциях.

Действительно, пусть 
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 через 
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[image: image357.wmf]t
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Подставляя    в    подынтегральное    выражение       вместо 
[image: image359.wmf]x

sin

, 
[image: image360.wmf]x

cos

 и 
[image: image361.wmf]dx

 их значения, выраженные через переменную 
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, имеем
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 Подынтегральная функция рациональна относительно 
[image: image364.wmf]t

. Заметим, что с помощью универсальной подстановки очень удобно вычислять интегралы вида 
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Пример. Найти 
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Решение. Применим универсальную подстановку 
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Хотя универсальная подстановка всегда позволяет вычислить интегралы вида 
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В частности, при вычислении интегралов вида 
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2.   Если подынтегральная функция нечетна относительно 
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3.   Если подынтегральная  функция четна относительно 
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Решение. Подынтегральная  функция четна относительно 
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Интегралы вида 
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(0). Если хотя бы одно из чисел 
[image: image397.wmf]m
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 — нечетное, то, отделяя от нечетной степени один сомножитель и выражая с помощью формулы 
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 оставшуюся четную степень через  вторую функцию, прихо​дим к табличному интегралу.

Пример. Найти 
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Решение. 
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Если же 
[image: image402.wmf]m

 и 
[image: image403.wmf]n

 — четные числа, то степени понижаются по​средством перехода к двойному аргументу с помощью тригонометри​ческих формул.

Интегрирование некоторых иррациональных функций
Не для всякой иррациональной функции можно найти первообразную, выраженную через конечное число элементарных функций. Рассмотрим интегралы от некоторых иррациональных функций, которые с помощью определенных подстановок приводятся к интегралам от рациональных функций новой переменной.

Интегралы вида 
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—целые числа). В этих интегралах подынтегральная функция рацио​нальна относительно переменной интегрирования и радикалов от 
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 При такой замене переменной все дроби являются целыми числами, т. е. интеграл приводится к рациональной функции от переменной 
[image: image410.wmf]t
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Пример. Найти   
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Решение. Так как общий знаменатель дробей  1/2 и  1/3 равен 6, сделаем замену 
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Интегралы   вида  
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. Для нахождения таких интегралов выделяется полный квадрат под знаком радикала:
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и применяется подстановка 
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 (или используется свойство №5 неопределенного интеграла 
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). В результате этот интеграл сводится к табличному.
Пример. Найти 
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Решение.
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Интегралы   вида  
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 выделяется дифференциал выражения, стоящего под знаком радикала, и этот интеграл представляется в виде суммы двух интегралов:
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где 
[image: image423.wmf]1
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 — вычисленный выше интеграл.

Пример. Найти   
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Решение. Имеем интеграл вида 
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Интегралы   вида  
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 сводится к вычислению 
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, подстановкой: 
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Пример. Найти 
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Решение. Имеем интеграл вида 
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Интегралы вида 
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Квадратный трехчлен 
[image: image435.wmf]c

bx

ax

+

+

2

путем выделения полного квадрата и замены переменной может быть представлен в виде 
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Действительно,   применим,   например,   подстановку   
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2) Интеграл 
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3) Интеграл 
[image: image452.wmf]ò

-

=

du

k

u

u

R

I

)

,

(

2

2

2

 подстановкой 
[image: image453.wmf]t

k

u

sec

=

  (или 
[image: image454.wmf]t

k

u

cosec

=

) также сводится к интегралу от рациональной функции относительно 
[image: image455.wmf]t

sin

 и 
[image: image456.wmf]t

cos

.
Пример. Найти 
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Решение. 
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Выразим 
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Определенный интеграл
Интегральная сумма. Понятие определенного интеграла
Пусть функция 
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Эта сумма называется интегральной суммой Римана для функции 
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Определение. Если существует конечный предел инте​гральной суммы (1) при 
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Если указанный предел существует, то функция 
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 — соответственно нижним и верхним пределами интегрирования.
Таким образом, определенный интеграл есть число, равное пределу, к которому стремится интегральная сумма, в случае, когда диаметр разбиения 
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 стремится к нулю.

Геометрический  смысл определенного интеграла
Пусть функция 
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Интегральная сумма и ее слагаемые имеют простой геометри​ческий смысл: произведение 
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 представляет собой площадь заштрихованной ступенчатой фигуры, изображенной на рисунке. 
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Очевидно, что эта площадь зависит от разбиения 
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Таким образом, с геометрической точки зрения определенный интеграл от неотрицательной функции численно равен площади соответствующей криволинейной трапеции.



Условия интегрируемости функций

Рассмотрим условия интегрируемости функций на отрезке 
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, т. е. условия существования определенного интеграла. При опреде​лении его как предела интегральной суммы мы предпо​лагали, что функция 
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[image: image524.wmf]]

;

[

b

a

. Условие огра​ниченности функций на отрезке 
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 является необходимым усло​вием интегрируемости функций, т. е. справедлива следующая 

Теорема. Если 
[image: image526.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

 существует, то функция 
[image: image527.wmf])

(

x

f

 ограничена на отрезке 
[image: image528.wmf]]

;

[

b

a

.

Ограниченность является необходимым, но не достаточным условием интегрируемости функции на отрезке 
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, т. е. что существуют ограниченные функции, не являющиеся интегрируемыми.
Сформулируем без доказательства достаточное условие интегри​руемости функции.
Теорема. Если функция 
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Отметим, что интеграл Римана существует для значительно более широкого класса функций, нежели рассматриваемый класс непре​рывных функций. В частности, справедлива следующая теорема, обобщающая предыдущую теорему 

Теорема. Если функция 
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Основные свойства определенного интеграла

Рассмотрим свойства определенного интеграла, доказательство которых основывается на определении определенного интеграла.
1.  Если нижний и верхний пределы интегрирования равны (
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4.  Постоянный множитель можно выносить за знак определен​ного интеграла:
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5. Определенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа интегрируемых на 
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6 Аддитивность  определенного  интеграла).  Если  существуют интегралы 
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Геометрический смысл свойства 6 состоит в том, что площадь криволинейной трапеции с основанием 
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8 Монотонность определенного интеграла). Если интегрируемые функции  
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9 (Об оценке определенного интеграла). Если 
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Доказательство. По условию 
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На рисунке дана геометрическая интерпретация свойства 9 в случае, когда 
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10(Теорема о среднем). Если функция 
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т. е. определенный интеграл от непрерывной функции равен произ​ведению значения подынтегральной функции в некоторой промежу​точной точке отрезка интегрирования 
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Доказательство. Так как 
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 Из данного неравенства на основании свой​ства 9 имеем
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Разделив все члены двойного неравенства на 
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Другими словами, число 
[image: image631.wmf]l

 находится между наимень​шим и наибольшим значениями функции 
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Число 
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На рисунке дана геометрическая интерпретация свойства 10 в случае, когда 
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[image: image656.wmf]aABb

.

[image: image657]
Определенный интеграл с переменным верхним пределом
До сих пор мы рассматривали определенный интеграл с постоян​ными пределами интегрирования 
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называется определенным интегралом с переменным верхним пре​делом и является функцией верхнего предела 
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С геометрической точки зрения, функция 
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(0 представляет собой площадь заштрихованной на рисунке криволи​нейной трапеции.

[image: image670]
Найдем производную от 
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, т. е. производную определен​ного интеграла по верхнему пределу.

Теорема. Производная опре​деленного интеграла от непрерыв​ной функции 
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 no его перемен​ному верхнему пределу существует и равна подынтегральной функ​ции, в которой вместо переменной интегрирования подставлено зна​чение верхнего предела:
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Доказательство. Возьмем любую точку 
[image: image675.wmf]Î
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Используя аддитивность определенного интеграла, имеем
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Применяя теорему о среднем, получаем
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По определению производной, учитывая, что функция непрерывна, получим:
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Из теоремы  следует, что определенный интеграл с переменным верхним пределом 
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 является первообразной для подынтегральной функции 
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т.   е.  установлена  связь  между  неопределенным   и  определенным интегралами.

Так как интеграл 
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 существует для любого значения 
[image: image690.wmf]x

,то данная теорема является одновременно и теоремой о существовании первообразной  у каждой непрерывной функции 
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. Этой первообраз​ной может быть определенный интеграл с переменным верхним пре​делом. 



Формула Ньютона-Лейбница 

Теорема. Значение определенного интеграла на отрезке 
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Доказательство. Пусть функция 
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которая называется формулой Ньютона — Лейбница.





⊠
Формула Ньютона — Лейбница позволяет избавиться от вычисления определен​ных интегралов как пределов интегральных сумм, и задача вычисле​ния определенного интеграла сводится к задаче вычисления не​определенного интеграла.

Основные методы вычисления определенного интеграла
Вычисление простейших интегралов с помощью формулы Ньюто​на — Лейбница. Если 
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 — одна из первообразных непрерывной на 
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Эта формула позволяет свести вычисление определенного ин​теграла к вычислению неопределенного.

Пример. Вычислить 
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Замена  переменной   (подстановка)   в  определенном   интеграле.
Этот метод, как и в случае неопределенного интеграла, позволяет упростить вычисления, т. е. привести подынтегральное выражение к соответствующей табличной форме. Применение замены переменной в определенном интеграле базируется на следующей теореме.

Теорема. Если функция 
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, то справедлива формула замены переменной в опре​деленном интеграле:
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Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы и 
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 . По формуле Ньютона — Лейбница
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⊠
Отметим, что при вычислении интеграла методом замены пере​менной одновременно с преобразованием подынтегрального выраже​ния изменяются соответственно и  пределы интегрирования.
Пример. Вычислить 
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Интегрирование по частям в определенном интеграле. Пусть 
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 и 
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 — дифференцируемые на отрезке 
[image: image736.wmf]]

;

[

b

a

 функции перемен​ной 
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Проинтегрируем обе части послед​него равенства на отрезке 
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По формуле Ньютона — Лейбница  
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 Эта формула называется формулой интегрирования по частям в определенном интеграле.
Пример. Вычислить 
[image: image745.wmf]dx
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Решение. Применим формулу интегрирования по частям в определенном интеграле
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Вычисление площадей плоских фигур 

в прямоугольной системе координат
Из геометрического смысла определенного интеграла следует, что если  
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[image: image759]
Если подынтегральная функция 
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Для того чтобы получить общую площадь заштрихован​ной отрезок интегрирования 
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[image: image767]
Если надо вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
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Пример.  Определить  площадь  фигуры, ограниченной кривыми 
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Вычисление площадей плоских фигур 


в полярной системе координат 
Пусть требуется вычислить площадь фигуры, ограниченной ли​нией 
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Для вычисления площади криволинейного сектора 
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Приближенное равенство тем точнее, чем меньше частичные отрезки, т. е. чем больше 
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Таким образом, площадь криволинейного сектора вычисляется по формуле
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Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 
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[image: image878.wmf](

)

.

4

0

sin

6

1

2

sin

6

1

3

12

6

sin

6

1

12

6

cos

1

12

2

6

cos

1

24

3

sin

16

2

3

)

3

sin

4

(

2

1

3

3

0

3

0

3

0

3

0

2

3

0

2

p

p

p

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

p

p

p

p

p

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

=

-

=

=

×

=

ò

ò

ò

ò

d

d

d

d

S




Вычисление длины дуги кривой

Пусть функция 
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Определим вначале, что мы будем понимать под длиной дуги 
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Длина ломаной является приближенным значением длины дуги 
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Если конечный предел 
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 не существует, то и длина дуги не сущест​вует, а сама дуга называется неспрямляемой.
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Подставляя полученное выражение в формулу (1), получаем
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Пример. Вычислить длину дуги окружности 
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Вычисление  объемов тел  по  известным 

 
поперечным  сечениям
Пусть дано тело Т, ограниченное замкнутой поверхностью, и 
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Очевидно, что последнее приближенное равенство тем точнее, чем меньше диаметр разбиения 
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Вычисление объемов тел вращения
Рассмотрим тело, образован​ное вращением вокруг оси 
[image: image975.wmf]Ox

 криволинейной трапеции 
[image: image976.wmf]aABb

, огра​ниченной кривой 
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 и прямыми 
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Если  пересечь это тело  плоскостями,  перпендикулярными к оси Ох, получим круги, радиусы которых равны модулю ординат 
[image: image980.wmf])
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 точек данной кривой. 

[image: image981]
Следовательно, площадь сечения рассматриваемого тела
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Применяя общую формулу нахождения объема тел, получаем формулу для вычисления объема тела вращения
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Если тело образовано вращением вокруг оси 
[image: image984.wmf]Oy

 криволинейной трапеции 
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( изображено на рисунке ниже), то его объем вычисляется по формуле
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 ,— уравнение кривой 
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[image: image989]
Пример. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
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 фигуры, ограниченной линиями 
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Решение.  Изобразим тело вращения на графике
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По формуле нахождения объема тела вращения,  имеем
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Несобственные интегралы 

Несобственные интегралы являются обобщением определенных интегралов в случаях бесконечных промежутков интегрирования и неограниченных функций.

Несобственные интегралы с бесконечными 
пределами интегрирования (первого рода) 
Пусть функция 
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 непрерывна на проме​жутке 
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 . Тогда она будет непрерывной на любом конечном от​резке 
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 зависящий от верхнего предела интегрирования. Этот интеграл определяет некоторую величину, например площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции 
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 . Будем неограни​ченно увеличивать верхний предел интегрирования (
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 Определение. Несобственным интегралом с бесконечным верхним пределом интегрирования от непрерывной функции 
[image: image1009.wmf])
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Аналогично определяется несобственный интеграл с бесконечным нижним пределом интегрирования от непрерывной функции 
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Если пределы в правых частях формул (1) и (2) существуют и конечны, то соответствующие несобственные интегралы называются сходящимися, если пределы не существуют или бесконечны,— то расходящимися.
Несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами интегрирования от непрерывной функции 
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Тогда по определению
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 причем этот несобственный интеграл называется сходящимся, если оба предела существуют. Если хотя бы один из пределов не существует или бесконечен, то несобственный интеграл 
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Интегралы (1) — (3)называются также несобственными интегралами первого рода.
С геометрической точки зрения сходящийся несобственный ин​теграл  
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b

a

dx

x

f

)

(

  означает,  что  фигура,  ограниченная  кривой  
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, имеет конечную площадь 
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Аналогичная геометрическая интерпретация имеет место для сходящихся несобст​венных интегралов (2) и (3).

Пример. Исследовать на сходимость интеграл   
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Итак   интеграл  
[image: image1035.wmf]ò

¥

+

-

0

dx

e

x

 сходится и определяет площадь 
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 бесконечной криволинейной трапеции, изображенной на рисунке.
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Пример. Исследовать на сходимость интеграл  
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Решение. 
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т. е. данный интеграл расходится. а площадь S бесконечной криволинейной трапеции, изображенной на рисунке не ограничена.

[image: image1041]
Критерии сходимости несобственных интегралов первого рода
Приведем без доказательства три теоремы, с помощью которых можно исследовать вопрос о сходимости некоторых несобственных интегралов первого рода.

Теорема. (признак сравнения). Если на промежутке [
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Теорема (предельный признак сравнения). Если на проме​жутке [
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Теорема. Если на промежутке [
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Отметим, что несобственный интеграл  
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Несобственные интегралы от 

неограниченных функций (второго рода). 
Определение. Несобственным интегралом от функции 
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Аналогично если функция 
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Если же функция 
[image: image1076.wmf])
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 имеет разрыв второго рода в некоторой внутренней точке отрезка 
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, то, пользуясь свойством адди​тивности определенного интеграла, данный интеграл пред​ставляют в виде суммы двух интегралов:
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Если пределы в правых частях формул (4) — (6) суще​ствуют и конечны, то соответствующие несобственные интегралы от разрывной функции в точках 
[image: image1079.wmf]a

, 
[image: image1080.wmf]b

 и 
[image: image1081.wmf]c

 называются сходящимися, в противном случае — расходящимися.
С геометрической точки зрения сходящийся несобственный ин​теграл второго рода означает, что фигура, ограниченная кривой 
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 и бесконечно вытянутая в направлении оси 
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 имеет конечную площадь 
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Пример. Исследовать на сходимость несобственный интеграл
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Решение. При 
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 подынтегральная функция имеет бесконечный раз​рыв, следовательно
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 EMBED Equation.3 [image: image1091.wmf](

)

(

)

.

2

0

4

4

0

0

arcsin

)

1

arcsin(

lim

)

1

arcsin(

0

arcsin

lim

arcsin

lim

arcsin

lim

1

0

1

0

1

0

0

0

1

0

2

1

2

2

1

1

p

p

p

e

e

e

e

e

e

e

e

=

-

+

+

=

-

-

+

+

-

-

=

+

®

®

-

®

+

-

®

x

x


[image: image1128.wmf]d


Итак,   несобственный  интеграл сходится и определяет площадь 
[image: image1092.wmf]S

 бесконечной криволинейной трапеции, изображенной на рисунке.
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Пример. Исследовать на сходимость несобственный интеграл  
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Решение. При 
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 подынтегральная функция имеет бесконечный раз​рыв, следовательно 
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т. е. несобственный интеграл расходится. 
[image: image1130.wmf]c


Геометрически это означает, что площадь криволинейной трапеции, изображенной на рисунке, не ограничена.
[image: image1131.wmf]z


Критерии сходимости несобственных интегралов второго рода
Вопрос о сходимости несобственных интегралов второго рода можно решить с помощью приводимых ниже теорем, в которых сфор​мулированы признаки сходимости таких интегралов.

Теорема (признак сравнения). Пусть в левой (правой) окрестности точки 
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Пример. Исследовать на сходимость несобственный интеграл 
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Решение. Подынтегральная функция имеет разрыв в точке 
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 который, как было показано в предыдущем примере расходится. Воспользуемся  предельным признаком сравнения:
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Следовательно, исходный  интеграл  тоже расходится.  
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